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(Z. Naturforschg. 13 a, 962—978 [1958] ; eingegangen am 19. Juli 1958)

Im klassisch mechanischen Punktmodell eines Kristalls, in dem die Gitteratome durch Ersatz-
potentiale beschrieben werden, wird eine atomistische Theorie zur Berechnung von Gleichgewichts-
zustinden gegeben, die durch elastisch-plastische Deformation aus dem idealen Gitter hervor-
gehen, Dazu zdhlen vornehmlich die Versetzungen. Die Bornschen Gittergleichungen sind natiir-
lich hier nicht mehr anwendbar. Es mufl die Gesamtenergie betrachtet werden, ohne sich dabei auf
kleine Auslenkungen festzulegen. Mit einer Ausgangsverschiebung, die die Teilchen aus den idealen
Ruhelagen angendhert in die plastisch deformierte Position bringt, beginnt der ProzeB. An den
Gitterteilchen herrscht im allgemeinen dabei noch kein Gleichgewicht und es greifen an ihnen
noch nichtverschwindende Gitterkrifte an. Die Gitterkrifte, die von der Entfernung zur strengen
Gleichgewichtsposition abhédngen, miissen im Gleichgewichtszustand selbst verschwinden. Zerteilt
man die gesamten Krifte in lineare und nichtlineare Anteile, so kann man das Verschwinden auch
als ein Gleichgewicht der linearen Kraftanteile gegeniiber den nichtlinearen Kraftanteilen der Gitter-
wechselwirkung betrachten. Diese Auffassung eréfinet den Weg zur Behandlung mit den Hilfsmitteln
der Gitterstatik fiir kleine Auslenkungen aus den idealen Ruhelagen. Obwohl hier die kleinen Aus-
lenkungen von einem vorverschobenen, also nichtidealen Zustand des Gitters ausgehen, und in die
endgiiltige plastisch deformierte Gleichgewichtslage fiihren, 1Bt sich die Bedingung fiir das Kréfte-
gleichgewicht der linearen und nichtlinearen Kréfte so umformen, dafl formal die Gittergleichungen
fiir kleine Auslenkungen aus den idealen Ruhelagen entstehen. Diese kann man mit Hilfe einer Trans-
formation leicht behandeln, wie friither (s. Anm.! und § 4) gezeigt wurde. Die nichtlinearen Anteile
spielen dabei die Rolle von ,Storkraften®, die linearen iibernehmen den elastischen Anteil der
Gitterreaktion. Besondere Schwierigkeiten bilden die Sprungstellen der Deformation, wie sie aus
Versetzungslosungen der elastischen Theorie wohlbekannt sind. Bei ihnen wird der Zusammenhang
der Teilchen zerrissen. DaB man trotzdem die idealen Gittergleichungen dafiir erhalten kann, bildet
den Gegenstand der Modellbetrachtung einer geraden Stufen- und Schraubenversetzung in einem ein-
atomigen Kristall. Dies ist stellvertretend fiir alle Falle mit plastischen Deformationen aufzufassen.
Die numerischen Ergebnisse werden in weiteren Arbeiten dargestellt.

§ 1. Das Problem eindimensionaler Storungen  so bedarf der Fall der gemischt elastisch-plastischen
Distorsion einer besonderen Betrachtung, die wir

Bei der klassischen Berechnung der Ruhelagen . folgenden dmrdhiiven wolln.

eines Realgitters mit verschiedenartigen Storkonfi-
gurationen werden die den Kristall aufbauenden

Gitterteilchen in ihrer Wechselwirkung durch klas-
sische Ersatzpotentiale beschrieben, und die Ruhe-

Die gegebene Einteilung in rein elastische und
elastisch-plastische Deformationen entspricht prak-
tisch der Einteilung der Stérungen in nulldimensio-

lagen miissen aus jenen Gleichungen berechnet wer-
den, die sich aus der Minimalforderung fiir die
Gesamtenergie des Kristallgitters ergeben. In einer
vorangehenden Arbeit! wurde hierzu eine Transfor-
mation abgeleitet, mit der auf einfache Weise die
Verschiebungen der Gitterteilchen aus den idealen
Ruhelagen unter dem Einflu} einer angenommenen
Storung bestimmt werden konnen. Es zeigt sich
aber, daf} eine Erweiterung dieser Transformations-
methode notwendig ist, um die vielfaltigen Moglich-
keiten von Storungen des Kristallaufbaues zu er-
fassen. Teilen wir namlich die Storungen in zwei
Klassen ein, solche, die mit rein elastischen Defor-
mationen, und andere, die sowohl mit elastischen
als auch mit plastischen Distorsionen verkniipft sind,

1 E. Fuss u. H. Stumer, Z. Naturforschg. 10 a, 136 [1955]. Im
folgenden mit I bezeichnet.

nale und eindimensionale Fille, wobei der eindimen-
sionale Fall durch die Ausdehnung der Stérung langs
einer mindestens endlich langen Linie definiert ist.
der nulldimensionale aber in keiner Richtung eine
Ausdehnung von mehr als atomarer Groflenordnung
aufweist. Zu den nulldimensionalen Stérungen zéh-
len Gitterliicken, Fremdatome, Zwischengitteratome
und Assoziationen von derartigen Storungen, da-
gegen bilden Versetzungslinien typisch eindimensio-
nale Gitterstorungen.

Um zu begriinden, dal eindimensionale Storun-
gen eine Erweiterung der in I abgeleiteten Gitter-
statik erzwingen, erinnern wir daran, daf} die elasti-
zitatstheoretische Methode zur Erzeugung eindimen-
sionaler Storungen im Anbringen von Schnittflichen
im Kristall besteht, ldngs deren die Stetigkeit der
Verschiebungen unterbrochen wird. Das Verschie-
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bungsfeld erleidet langs dieser Schnitte einen Sprung,
der nach dem Wiederzusammenfiigen des Gitters
erhalten bleibt. Der Bereich starker Storung der
idealen Kristallstruktur ist trotzdem im wesent-
lichen auf einen Kern um die Versetzungslinie be-
schriankt; in weiter Entfernung von der Stérlinie
muf} daher eine lineare Theorie berechtigt sein.
Daraus folgt aber, dal} in weiter Entfernung von
der Storlinie auch lings der fritheren Schnittflache
die Elastizitatstheorie mit der Gitterstatik iiberein-
stimmende Ergebnisse zeitigen muf. In der Gittersta-
tik nulldimensionaler Stérungen sind derartige Un-
stetigkeiten aber noch nicht aufgetreten. Die gittersta-
tischen Gleichungen sind also fiir diese Schnittflichen
einer verdnderten Auswertung zugéngig zu machen.
In diese Frage ist, wie wir weiter sehen werden, das
Hauptproblem der Anwendung des in I vorgeschla-
genen Verfahrens auf eindimensionale Stérungen
eingeschlossen.

In den nachfolgenden Erérterungen beschrinken
wir uns zundchst auf die zwei einfachsten Fille ge-
rader Schrauben- und Stufenversetzungslinien in
einatomigen Kristallen, um erst spéiter auf den all-
gemeinen Fall gekriimmter, den Kristall von Ober-
fliche zu Oberflache durchziehender, oder ganz im
Innern desselben verlaufender, in sich geschlossener
Versetzungslinien konstanten Burcers-Vektors ein-
zugehen. Dabei werde der betrachtete Kristallbereich
bis ins Unendliche reichend vorgestellt, damit wir
von allen Oberflicheneffekten freikommen. Soweit
es sich als notwendig erweisen wird, auf die Erzeu-
gung der Gitterstorungen aus einem Idealgitter ein-
zugehen, denken wir uns die Versetzungslinie je-
weils lings ihrer Gleitebene in den (zunichst noch
endlichen) Gitterblock hineingewandert, wie das die
Abb.1a und 1b andeuten.

Als frithere Ursache ihrer Erzeugung kann man
sich etwa die schwach angedeuteten &ufleren Sche-
rungs- bzw. Kompressionskrifte vorstellen. Der
Gitterzustand liege aber jetzt unserer Betrachtung
als fertiger, ohne &uflere Krifte stabiler Zustand
zugrunde, und in den Rechnungen erscheinen nur
die Verschiebungen der Gitterteilchen aus den Ruhe-
lagen des idealen Gitters in den neuen Gleich-
gewichtszustand, die selbstverstindlich vom Erzeu-
gungsprozell unabhingig sind.

Die hier an einatomigen Kristallen demonstrier-
ten allgemeinen Verfahrensweisen werden in wei-
teren Arbeiten numerisch bei Ionenkristallen ausge-
wertet. Der einatomige Typ erlaubt alle Rechnungen
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Abb.1a, b. In den Kristall eingewanderte Schrauben- bzw.
Stufenversetzung.

moglichst einfach zu gestalten. Die Ubertragung auf
den polaren Kristall macht keine grundsétzlichen
Schwierigkeiten.

Da dies den ersten systematischen Versuch zu
einer atomistischen Berechnung von eindimensiona-
len Storungen darstellt, liegt kein theoretisches Ver-
gleichsmaterial vor, auller einer Arbeit von Hun-
TiNGTON 2, auf die wir am Laufe der Untersuchung
noch nédher eingehen werden.

§ 2. Wechselwirkungsenergien

Will man, wie vorhin besprochen, auch plastische
Deformationen in der Gitterstatik zulassen, so diir-
fen zu Beginn der Rechnung keinesfalls jene Ope-
rationen vorgenommen werden, welche analog zur
Ableitung der linearen Elastizitatstheorie im Kon-
tinuum auf lineare atomistische Gleichungen fiihren.
Vielmehr muf} der allgemeinst mogliche Fall von
Wechselwirkung der Gitterteilchen betrachtet wer-
den, bei dem die Potentiale noch nicht durch Ent-
wicklungen an bestimmte Abstdnde fixiert sind. Erst
danach kann durch eingehende Betrachtung der
Wirkungen plastischer Deformationen der Versuch
unternommen werden, in gewissen Grenzen wieder
eine lineare Theorie zu erhalten. Die lineare Theorie
erscheint demnach hier nicht als eine apriori in die
Rechnungen gelegte Forderung, sondern bestenfalls
— wenn uberhaupt — als Ergebnis einer genauen
Untersuchung des postulierten Gleichgewichtszustan-
des des Kristalls. Wir gehen also von den vollstin-
digen Ersatzpotentialen der Teilchen aus.

Um das Problem wohldefiniert zu machen, be-
schranken wir uns auf einatomige Kristalle und be-
ginnen zunichst mit der Beschreibung des idealen
Zustands. In ihm konnen die Gitterteilchen durch
die Indizes i, j, [ bzw. m, n, p charakterisiert werden,

2 H.B. Huntineton u. J. E. Dickey, Phys. Rev. 100, 1117
[1956].
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und die Ortsvektoren zu den Ruhelagen des Teil-
chens mit den Indizes i, j, I lauten

R =d(ie,+jea+ley), (1)

wenn ein System mit den Basisvektoren ¢, €, €5
verwendet, und als kiirzester Teilchenabstand d ge-
nommen wird. Beschrinken wir uns weiterhin auf
Zweiteilchenwechselwirkungen P (z), welche allein
vom Abstand der Teilchen abhdngen, so muf} die
Variable z definiert sein durch

2=| R — Rowns| (2)

sofern die Teilchen sich auf ihren idealen Gitter-

pldtzen befinden. Ldfit man Auslenkungen E:']'l um
die Ruhelagen (1) des idealen Gitters zu, so wird

0 .= 0 =%
x=|§Rijl +§ijl—§}tmnp_§mnpl- (3)
Da der Abstand im idealen Gitter konstant ist, und

nur die &;;; zunéchst als willkiirlich variabel angese-
hen werden, so konnen wir auch schreiben

P(l ETt?]-z +Eijl — E]‘i?rmp '—z'mnp ])
=Piity(mnp) (Eijt — Emnp) s (4)

da der geschlossene Ausdruck eine Funktion der
Komponenten des Vektors (_é:iﬂ-—gmnp) ist. Der
Verzicht auf eine Deutung von (4) als TayLor-Ent-
wicklung schlieft Konvergenzschwierigkeiten aus.

Genau hierin liegt der Vorteil der symbolischen
Schreibweise (4). Die in ihr auftretenden willkiir-
lichen Verschiebungen —é{jl unterliegen keiner Be-
grenzung und konnen somit derart grofl gewihlt
werden, dal auch plastische Verformungen erreicht
werden. Die Indexzdhlung i, j, [ ist also nur ein
Hilfsmittel zur Orientierung und Numerierung der
Teilchen, indem man vom idealen Zustand ausgeht,
aber danach beliebige, durch die Em definierten De-
formationen zuldBt. Die Bedeutung dieser Art von
Formulierung wird im weiteren klar. Hier geben
wir nur noch ein fir das Folgende notwendiges
Translationstheorem an.

Uberschreitet die Verschiebung z—:’jl den Teilchen-

abstand d, so konnen wir schreiben
iji="Ciji+d eapy, (5)

wobei €qs, ein Vektor ist, der aus den Basisvektoren
beliebig zusammengesetzt wird, aber so, daf} der
Rest der Verschiebung einen Betrag kleiner als d
annimmt. Es gilt

Capy=08; +fe+7¢; (6)
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mit ganzzahligen a, f3, y. Die Verschiebung wird so
in einen Gittervektor und eine Restverschiebung zer-
legt.

Setzt man (5) in (3) ein, so entsteht

| mgmp +-§ijl == ER?nnp _Z:mnpl
=| Rt 145,045 + Cot— s —Ewmp|s (D)
und daraus folgt mit Hilfe der Definition (4)
Pisi oy (it — Emno)
= Pita,jt 8,145 mnp) (it — Emnp) - (8)

Davon werden wir in den néchsten Paragraphen

Gebrauch machen.

§ 3. Allgemeine Gleichgewichtshedingungen

In der Einleitung hatten wir bemerkt, daf} der
Ubergang von elastischen zu plastischen Deforma-
tionen in seiner mathematischen Beschreibung einer
weiteren Fassung bedarf, als der Rahmen der elasti-
schen Theorie zuldBt. Andererseits aber sieht man,
daf} der plastisch deformierte Kristall zwar unter
Eigenspannungen steht, aber letztlich noch ein, wenn
auch teilweise gestortes Gitter besitzt. Daraus folgt,
dal} zwar eine Erweiterung der Gitterstatik notwen-
dig wird, es zugleich aber wenig sinnvoll wire, die
Erweiterung so weit zu treiben, dafl in der Aus-
gangskonfiguration von der Vorstellung eines Kiri-
stalls nichts mehr zu merken ist. Auf diese Weise
wiirde man sich der fiir die Rechnung auflerordent-
lich wertvollen Vorteile eines geordneten Zustands
begeben. Vor dem Problem dieser beiden einander
widerstreitenden Forderungen, der Loslésung von
der Idealstruktur und der gleichzeitigen Erinnerung
an sie, steht man bereits bei der Formulierung der
Wechselwirkungsenergien. Den dabei in § 2 ge-
schlossenen Kompromif} konnen wir so ausdriicken:
In der gedanklichen Anordnung der Teilchen sowie
ihrer Numerierung geht man von einem idealen
Kristall aus, ldBt aber dann beliebige, d. h. im Be-
trag unbegrenzte Verschiebungen aus diesen Ruhe-
lagen zu, so daB auch plastische Prozesse maéglich
werden. Das Mittel hierfiir bieten die nichtentwickel-
ten Ersatzpotentiale. Diese hatten wir in § 2 aus-
fiihrlich besprochen. Der zugleich abschlieflende
Schritt (wobei selbstverstandlich das Problem der
plastischen Deformationen noch nicht gelost ist, son-
dern nur eine hinreichend weitgespannte Ausgangs-
basis erhilt) folgt nun in der Ableitung der Gleich-
gewichtsbedingungen bei beliebigen Verriickungen
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aus den Ruhelagen, d. h. bei Verriickungen, die je-
denfalls den elastischen Bereich iiberschreiten. Die
Tatsache, daB der Kristall auch unideale Strukturen
annehmen kann, ohne sich in seine Bestandteile auf-
zul6sen, d. h. daB es neben dem absoluten Minimum
der Energie im idealen Zustand auch noch relative
Energieminima gibt, beschiftigt uns hierbei noch
gar nicht. Vielmehr sehen wir zunichst nur dufere,
d. h. Storkrifte als Ursachen von Deformationen an.
die einen solchen Deformationszustand aufrecht-
erhalten. Es ergibt sich in bekannter Weise aus der
Minimalbedingung der potentiellen Energie

2 D gy (Emmo — Eiit) = Fi 5 (9)
mnp

f;;; sei dabei eine dullere Kraft, welche auf das lon
mit der Nummer i, j, [ wirke, und = Pgjymnp) die
im Gleichgewicht entgegengesetzten Kraftkomponen-
ten der Gitterreaktion, welche aus den Wechselwir-
kungsenergien (4) durch Ableitung entstghen. Nach

wie vor mogen sich die Auslenkungen &;;; auf die
Ruhelagen des idealen Gitters beziehen, und in den
Gittergleichungen (9) verstehen wir die linken Sei-
ten als vollstindige Reaktionskrifte, d. h. wir setzen
sie in unentwickelter und nichtlinearer Form voraus.
Gl. (9) gestattet demnach beliebig starke Deforma-
tionen in Strenge zu verfolgen.

Fiir diese Gleichungen gelten ganz analog wie
fiir die Energien die Translationsbeziehungen, die
in (8) festgelegt sind. Davon machen wir aber erst
bei den Modellfillen der Schrauben- und Stufenver-
setzung Gebrauch.

§ 4. Transformation der linearen Kopplungs-
glieder

In diesem Paragraphen unterbrechen wir den all-
gemeinen Gedankengang und wenden uns zunéchst der
schon bekannten Methodik zur Losung des Problems
nulldimensionaler Stérungen zu. Sie bildet im weiteren
einen Baustein unserer Ableitung, auf dessen genaue
Erorterung wir nicht verzichten konnen.

Fiir diesen Paragraphen denken wir also nicht an
die plastische Deformation, sondern beschrinken uns
auf rein elastische Deformationen. Dabei nehmen wir
aber, um nicht zu speziell zu werden, an, dall sogar
die rein elastischen Deformationen noch so stark sind,
daB auch die nichtlinearen Reaktionen des Kristalls
eine Rolle spielen. Immerhin werden die nichtlinearen
Glieder nur als Korrekturen zur linearen Theorie auf-
treten, und so kénnen wir eine Entwicklung der Art

0 -
Pity mnp) (@) = W0y omnpy + Aciin mnp) = @+ DGty (mnpy ()
(10)
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in den Gliedern der linken Seite von (9) vornehmen.

?[?ijl)(mnp) ist das konstante Glied der Entwicklung,
und fiir jedes festgewihlte Indexsystem (i, j,1) (m,n, P)
ein dreidimensionaler Vektor. 2(iji)imnp) fiir jedes fest-
gewihlte Indexsystem ein dreidimensionaler Tensor
zweiter Stufe. P(iji)(mnp) bedeutet den nichtlinearen An-
teil der Tavror-Entwicklung, und a ist zur Abkiirzung
fir die Relativverschiebungen der Gitterteilchen einge-
setzt. Der Punkt bedeutet skalare Multiplikation der
beiden GroBen.

Es ist zu beachten, dafl diese Entwicklung stets kon-
vergent gemacht werden kann, wie in I gezeigt wurde.

Setzt man dies in die Gittergleichungen ein, so wird
bekanntlich wegen des absoluten Energieminimums der
idealen Struktur

0
Z gll(ijl)(mnp) =0.

mnp

(11)

Bringt man ferner die nichtlinearen Glieder nach rechts,
so entsteht

Z gr(ijl)(mnp) § (fmnp ——gijl) = E;jl (12)
mnp
mit £y =y — Z Baiity mnp) (Emnp —Ei) . (13)

mnp

Im allgemeinen werden bei den Anwendungen auch die
£;ji-Funktionen der Auslenkungen &, sein, so daB wir
immer schreiben kénnen ;i =F;j(&rst...). In den
Kriften ¥;j sind jetzt neben den duBeren Storkriften
auch die nichtlinearen Gitterreaktionen enthalten. Set-
zen wir
\ | P— ’
— 2 At omnm = L

mnp

(14)

und alle anderen ijiy(mnpy fiir m, n, p==1i,j, 1 gleich
den gestrichenen Groflen, so konnen wir Gl (12) ver-
kiirzt schreiben

Z A Gty mnp) * Emnp=Fij1(Erst) .

mnp
Durch die Tayror-Entwicklung (10) mit (12) (13) hat
also die auf den Fall rein elastischer Deformationen
spezialisierte Gleichgewichtsbedingung (9) die schein-
bare Gestalt einer linearen Theorie angenommen. Tat-
sichlich ist dies jedoch nicht der Fall, da in den £
die gesamte nichtlineare Reaktion des Gitters noch ent-
halten ist. Dies wird besonders deutlich, wenn wir die
Reziproktransformation von (15) vornehmen, und (15)
iibergeht in

'fmnp = Z gJ{’(mnp)(z‘jl) . f’z']'l(frst .- ) .
ijl

(15)

(16)

Im linearen Fall werden ndmlich die Auslenkungen als
klein, die nichtlinearen Glieder als verschwindend und
die Krifte ¥;j,=F;j als konstant angesehen. Die Losung
fiir das Verschiebungsfeld lautet

Emnp= 2 R emnpr i * Figt - a7
ijl

Im nichtlinearen Fall wurde dagegen nur eine Zertei-
lung der linearen und nichtlinearen Anteile der Gitter-
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reaktion P(iji)(mnp) vorgenommen, und es fragt sich, ob
das transformierte System (16) die Verschiebungen bes-
ser zu berechnen erlaubt als (15) oder auch (9). Man
erkennt jedenfalls, dafl im rein linearen Fall die Rech-
nung mit der Transformation erledigt ist, im nicht-
linearen Fall dagegen nur ein transformiertes, aber
noch nicht geldstes Problem vorliegt.

An dieser Stelle konnen wir auf den Gedankengang
der Gitterstatik I eingehen. Dort ist die Moglichkeit der
Transformation (16) ein bedeutsamer Fortschritt auf
dem Wege zur Losung des Gesamtproblems der Gitter-
deformation unter dem EinfluBl einer dufleren Storung,
die zunichst als nulldimensional angesehen wird. Es
liegt dann nahe, sowohl &uBere Storkrdfte als auch

nichtlineare Gitterreaktionen nur von wenigen &,,, ab-
héngig anzusehen, so dal man das System (16) unter-
teilen kann in

o= 2, Rwaram EinnCapy..)
7]

- , , (18)
Ennp= D, R imnpr ity Fiit Bapy ) -
ijl

Die griechischen Indizes charakterisieren dabei die
wenigen in den Storkrdften wirklich vorkommenden
Freiheitsgrade, wihrend der Rest mit lateinischen In-
dizes nicht in den ;;; vorkommt. Dann kann man die
ersten Gleichungen von (18) durch eine Iteration losen,
wihrend der Rest durch blofes Einsetzen der nunmehr

bekannten ¥jj;(£4p,...) berechnet werden kann.
Bekannt sein muB ferner die Reziprokmatrix R’
Man erhilt sie folgendermallen: Wir setzen

(19)

Dann ergibt sich als Reaktion auf eine Einzelkraft an
der Stelle f, g, h aus (16)

Emnp (f 8 ) =R’ tmnp) (tahy »

¥in = Sai tom -

(20)
wobei das Argument von .émnp daran erinnert, da} es
sich um das Verschiebungsfeld einer Einzelkraft im
Punkt f, g, h handelt. Diese Beziehung kann man auch
umkehren zur Definition von R’. Indem man setzt

iR,(mnp) (k) = Emnp(f & 1) , (21)

hat man die Umkehrmatrix gewonnen, wenn man den
Index £, g, h wandern liBt.

Man ersieht daraus, daBl die Umkehrmatrix vollstin-
dig unabhéngig vom speziell gewdhlten Problem irgend-
einer Gitterstérung ist. Sie wird durch normierte Einzel-
kraftlosungen im Gitter berechnet, und ist, wie man
sagen konnte, eine gitterkonstante Rechengrofe.

3 Der Beweis verlduft nach ungefihr der folgenden Argumen-
tation: Fiir eine Einzelkraft im Gitter hat man ein Verschie-
bungsfeld, das mit 1/r vom Angriffspunkt der Kraft aus
abklingt. Fiir zwei entgegengesetzt gleiche Einzelkrifte an
benachbarten Teilchen, also einem Kraftedipol, klingt das
Verschiebungsfeld mit 1/r? ab. Bei Wechselwirkungen zwi-
schen Teilchen, welche als Storungen eingefiihrt werden,
entstehen infolge actio=reactio im Gitter nur Kriftedipole,
und keine Einzelkrédfte, wie sie etwa bei einem &dufleren
Feld auftreten wiirden. Summiert man iiber einen kugel-
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In I wird sie durch eine Reihenentwicklung bestimmt.
In unserem Zusammenhang ist es nicht wichtig, auf
welche Weise man sie berechnen kann; wir gehen des-
halb darauf nicht weiter ein.

Von den hier beschriebenen Transformationen wer-
den wir spéater Gebrauch machen.

Fiir die Erweiterung auf eindimensionale Stérungen
betrachten wir schlieflich noch die Wirkung von gewis-
sen Krifteverteilungen. Dazu setzen wir in (13) zu-
nichst die duBeren Krifte f;;; simtlich gleich Null.
LdBt man nur kleine Auslenkungen um die idealen
Ruhelagen zu, so kann man auf die nichtlinearen Glie-
der verzichten, und damit nach (13) auch £;j;=0 set-
zen. Eingesetzt in (12) ergibt dies die Gleichgewichts-
bedingung fiir die ideale Struktur. Denn (12) hat fiir

diesen Fall die Losung &;j;=0, was bedeutet, daf} die
Gitterteilchen in den idealen Ruhelagen sitzen. Fiir die
Gleichgewichtslage des idealen Gitters ist demnach cha-
rakteristisch, dal in den Gittergln. (12) jedes Gitter-
teilchen kriftefrei ist, was bedeutet, daB alle f;;; ver-
schwinden. Im allgemeinen wird es nun so sein, dal3
zwar die meisten £;j; gleich Null sind, aber an einigen
Stellen nichtverschwindende Krifte auftreten. Die un-
mittelbare Folge davon ist, daf} zufolge der elastischen
Reaktionen des Kristalls die Wirkungen dieser Storun-
gen sich durch den ganzen Kristall fortpflanzen, und

auch dort eine Verschiebung &iji==0 bewirken, wo
F';ji=0 ist. Es treten also infolge der Gitterreaktion
auch Verschiebungen an Stellen auf, die an sich kréfte-
frei sind. Dieser Umstand ist durch (16) dargestellt.
Das kann jedoch etwas eingeschrinkt werden. Man
kann némlich beweisen (was hier nicht explizit durch-
gefiihrt werden soll) : Sind in einem unendlich ausge-
dehnten Kristall die Storkréfte nur innerhalb eines Be-
reiches vom Radius R um den Ursprung von Null ver-
schieden, so gilt

lim Ejlso, wobei r= (2+2+12)" sei.

r— o0

Oder anschaulich: Die Wirkungen von Storkréften, die
in einem im Endlichen gelegenen Bereich lokalisiert
sind, klingen im Unendlichen auf Null ab, d. h. im Un-
endlichen ist das Gitter trotz der inneren Stoérungen
ideal. Voraussetzung ist dabei, daf} die Storkréfte nur von
Teilchenwechselwirkungen, und nicht von &uferen elek-
trischen Feldern oder dergleichen herriihren3. Nennt
man also ein Teilchen, dessen £;;;=0 ist, kriftefrei, so
gilt: Sind die Teilchen in einem Bereich R <<r <] oo
kriftefrei, so besitzt der Rand r— o© eine ideale
Struktur.

formigen Bereich von endlichem Radius Kriftedipole auf,
so bleibt der Abfall von 1/r* in weiter Entfernung von der
Kugel erhalten. Summiert man iiber einen unendlich langen
Zylinder von endlichem Radius die Wirkungen von Kréfte-
dipolen auf, so erhdlt man in senkrechter Entfernung von
der Zylinderachse einen Abfall von 1/r. Damit erkennt man,
daB in beiden Fillen bei auf dem Rand verschwindenden
Kriften, unter der Voraussetzung von Teilchenwechselwir-
kungen, die Verschiebungen im Unendlichen verschwinden
miissen.
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Fiir eindimensionale Storungen, die von Teilchen-
wechselwirkungen herriihren, gilt analog: Sind die
Teilchen auBerhalb eines Zylinders vom Radius R’,
dessen Achse der Einfachheit halber hier mit der
y-Achse zusammenfalle, kriftefrei, so besitzt der
Rand r'— c mit 7’ = (2+ )" eine ideale Struk-
tur. Es moge dabei ¢ in 2-Richtung, j in y-Richtung
und [ in z-Richtung gezdhlt werden.

Man erkennt also, dafl bei Lokalisation der Krafte
auf Kugel- oder Zylinderbereiche Aussagen iiber die
Verschiebungen bzw. die Struktur am Rande des
Kristalls gemacht werden konnen. Dieser Satz wird
uns spiter bei den Versetzungen niitzliche Dienste
leisten.

§ 5. Die Ausgangskonfiguration

Die mathematischen Vorbereitungen, die in den
§§ 1—4 getroffen wurden, erlauben uns nunmehr
das allgemeine Problem eines Kristallgitters mit
Eigenspannungen zu behandeln. Unter einem sol-
chen Zustand verstehen wir dabei eine Kristallkon-
figuration, welche ohne Anwendung duflerer Krifte,
allein auf Grund blofler Wechselwirkungen der Git-
terbausteine untereinander stabil ist, obwohl das
Gitter an einzelnen Stellen nicht mehr die ideale
Struktur aufweist, d.h. elastisch-plastische Distor-
sionen erlitten hat. Zur Untersuchung dieser Zu-
stinde miissen wir also nach Definition in Gl. (9)
die duBleren Krifte verschwinden lassen, f;;; =0, und
erhalten damit aus (9)

Z p(ijl)(mnp) (Emnp — Sijl) =0. (22)
mnp

Da mit dem Verschwinden der dulleren Krifte nur
noch die potentielle Energie der Gitterteilchen vor-
handen ist, stellt (22) also die Gleichgewichts-, d. h.
Minimalbedingung der Gitterenergie fiir den stati-
schen Fall dar. Oder die durch elastisch-plastische
Distorsion erzeugten stabilen Eigenspannungszu-
stinde miissen mit Minimalzustinden der Gitter-
energie verkniipft sein. Da weiterhin der Zustand
idealer Struktur der Gitterteilchen das absolute Mini-

mum der Gitterenergie darstellt, das durch &;;=0
gekennzeichnet ist, muf}

Z p(iil)(mnm (0) =0
mnp

gelten [s. die dquivalente Gl. (11) in der Tavror-
Entwicklung], und fiir die weiteren relativen Minima

bleiben nur Verschiebungsvektoren —égg#o iibrig.

(23)
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Jedes relative Minimum der Gitterenergie geht also
durch Verschiebungen aus der idealen Gitterstruktur
hevor. Mathematisch gesprochen, sind neben der tri-

vialen Lésung &;;; =0 des idealen Zustands die Ver-

schiebungen Ef]’l), die zu stabilen Eigenspannungs-

zustdnden fihren, die Wurzeln des hochdimensiona-
len, nichtlinearen Gleichungssystems (22). Um diese
Wurzeln aufzufinden, kann man ein Iterationsver-
fahren einschlagen, indem man von einer nullten
Néherung ausgeht, um sich durch Iteration den wah-
ren Werten zu nihern. Dies soll auch hier geschehen.

Jedoch ist es aussichtslos, ein derart hochdimen-
sionales System direkt einem Iterationsprozefl zu
unterwerfen. Daher ist es unser Ziel, durch Ver-
kniipfung der gitterstatischen Methoden des § 4 mit
der Iteration, eine numerisch verhiltnismaBig ein-
fache Problemstellung zu erreichen. Der Grund fiir
die Benutzung der Umkehrmatrix ist also, genau
wie in I, die Unmoglichkeit, eine Iteration auf di-
rektem Wege durchzufiihren. Diese mit Hilfe der
Gitterstatik vorgenommenen Vereinfachungen wer-
den wir in den folgenden Paragraphen studieren.
Hier beschéftigen wir uns nur noch mit der von
Iterationsprozessen bekannten Bedingung: Die nullte
Niherung muf} der erwarteten Wurzel moglichst
gut angepalt werden, sonst konvergiert der Prozel}

nicht.

Anschaulich kann man dies so interpretieren: Zwi-
schen je zwei Minima der Gitterenergie mufl aus Griin-
den der Stabilitit ein Maximum liegen. Betrachtet man
zunichst den idealen Zustand des Kristalls, so ist dieser
vom néchsten stabilen Eigenspannungszustand durch ein
Maximum der Gitterenergie, d.h. einen Potentialpall
getrennt. Verzerrt man nun den Kristall durch dufere
Krifte in die Lagen v;j;, und schaltet dann die dufleren
Krifte ab, so wird, je nachdem, ob der Potentialpal}
tiiberwunden ist oder nicht, das Gitter in den alten
Gleichgewichtszustand zuriickschnappen, oder sich in
das neue Minimum der Energie begeben. Diese riick-
oder vorwirtstreibenden inneren Kréfte rithren davon
her, dal die Gitterbausteine in einen Verschiebungs-
zustand gebracht wurden, der noch keine Gleichgewichts-
lage ist. Werden von diesem Ausgangszustand solche
Krifte wirksam, dal} er in das neue Energieminimum
fallt, so ist die Verschiebung vjj;, bei der die dufleren
Krifte abgeschaltet wurden, bereits iiber den Potential-
paB hinweggegangen, und das Iterationsverfahren kon-
vergiert; andernfalls liefert die ungeniigend verzerrte
Ausgangsposition wieder das Zuriickrutschen in den
urspriinglichen Zustand, z. B. das vorhin gewéhlte ideale
Gitter.

Da wir demnach von einer passend gewéhlten
Ausgangskonfiguration D;; ausgehen miissen, d. h.



968

von den Ausgangsverschiebungen aus den idealen
Ruhelagen, so konnen wir setzen

Ein=Yi+Cijt» (24)

wobei die unbekannten Verschiebungen E-j, auf die
;;;]'l transformiert sind. Wahrend fiir die Ejjl noch
grolle Verschiebungen von plastischem Charakter
zugelassen wurden, erwarten wir jetzt von den zjj[ 5
daf} sie bei hinreichend gut gewéhlten b;; nur noch
kleine Werte annehmen werden, um den Kristall in
die endgiiltige, stabile Lage zu versetzen.

Einsetzen von (24) in (22) ergibt die Gleich-
gewichtsbedingung fiir die neuen Unbekannten {j;;,
2 Pty ) Connp — Cist +Omnp— i) =0 (25)
mnp
Es bleibt noch die Bestimmung der Ausgangskon-
figuration. Fir sie benutzen wir die Vorstellungen
der Elastizitatstheorie. Sei namlich %(1r) die linear-
elastische Losung eines Eigenspannungsproblems,

so setzen wir fiir die Ausgangskonfiguration, die in
dieses Minimum fiihren soll,

b= 8(d ;) (26)
fiir Stellen, an denen %(1) zu Spannungen fiihrt, die
noch innerhalb des Geltungsbereichs der linearen
elastischen Theorie liegen. An Stellen, an denen %
singuldr wird, oder mit zu groflen Eigenspannungen
verbunden ist, wird b;; etwa aus dem Modell des

Versetzungskerns entnommen. Die Festsetzung (26)
ist jedoch nicht bindend.

Da das Iterationsverfahren die Ausgangs-
konfiguration bis auf die Konvergenzbedingun-
gen offen 1afBt, konnen selbstverstandlich auch der
praktischen Rechnung angepafitere Werte verwendet
werden, die z. B. Summationen iiber die nullte Na-
herung von Wechselwirkungskriften erleichtern usw.
Festgehalten wird nur die Bedingung, dal} in weiter
Entfernung von der eindimensionalen Stérung ein
rein plastisches Verschiebungsfeld vorhanden sein
soll, d. h. daf} der Kristall nach den stattgefundenen
Ausgangsverschiebungen wieder ideale Struktur in
endlichen, aber nicht zu groflen Bereichen aufweisen
soll. (Bei einem ganzen Umlauf um die Storlinie ist
natirlich, sofern plastische Deformationen stattge-
funden haben, die Struktur im groBen Zusammen-
hang unideal.) Im nédchsten Paragraphen beschaf-
tigen wir uns mit der Frage, wie die Gitterstatik I
in diesen Prozef eingebaut werden kann.
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§ 6. Definition der idealen Gittermatrix

Mit der Einfihrung eines Iterationsverfahrens
und der Vorgabe einer angepaliten nullten Nihe-
rung sind wir in der Lage, die noch verbleibenden
unbekannten Verschiebungen _Ez‘jl als klein gegentiber
dem Gitterabstand d anzusehen. Daher kann man
in den_‘Gln. (%5) in eine Potenzreihe nach dem Z:ijl
bzw. ({np— Ciji) entwickeln. Wie bei kleinen Aus-
lenkungen tiiblich, werden auch hier die linearen
Anteile der Entwicklung am bedeutsamsten sein,
und nur an einigen Stellen noch die nichtlinearen
Anteile wesentlich ins Gewicht fallen, so dal} wir ein
Gleichungssystem, dhnlich jenem der Gitterstatik I
(s. §4) erhalten. Es liegt daher nahe, die in § 4
entwickelte Methode auch auf diesen Fall zu tiber-
tragen. Man muf} sich jedoch des Unterschiedes der
zwischen den Gln. (12) in § 4 und den Gln. (25)
besteht, bewuflt sein. Abgesehen von den in (25)
nicht vorhandenen dufleren Kraften besteht dieser
Unterschied vor allem darin, daB} (12) die Reak-
tionen des Gitters auf kleine Auslenkungen aus den
idealen Ruhelagen darstellt, eine Entwicklung von
(25) jedoch Auslenkungen um Lagen eines vor-
verformten, d.h. nicht idealen Gitters beschreibt.
Daraus folgt aber, dafl im allgemeinen auch die
Entwicklungskoeffizienten der beiden Tavror-Reihen
verschieden sein werden, und demnach die Reziprok-
matrizen dieser Koeffizienten auch nicht gleich sein
konnen. Nun hatten wir aber gezeigt, dal die Rezi-
prokmatrix R (uup i der linearen Entwicklungs-
glieder ;i (munpy von (12) mach (21) einfach be-
stimmt werden kann und so etwas wie eine gitter-
konstante Rechengrofle der atomistischen Rechnun-
gen darstellt, d. h. eine Grofle, die von speziellen
Problemstellungen unabhéngig ist, soweit man im
elastischen Bereich rechnet. Andererseits wire die
Reziprokmatrix beliebiger Tavvor-Entwicklungen,
wie sie aus (25) folgen wiirden, eine praktisch nicht
berechenbare Grofle. Wir stellen uns daher das
Programm:

Die linearen Entwicklungskoeffizienten der Tay-
Lor-Entwicklung von (25) sollen so umgeformt wer-
den, daB trotz der Entwicklung iiber einem vorver-
formten Zustand die Koeffizienten Uiy omny er-
scheinen, d. h. die ideale Gittermatrix, so dal} zur
Umkehrung die Reziprokmatrix des idealen Gitters
R (unp ijpy verwendet werden kann.

Um dieses Programm zu erfiillen, ist es offensicht-
lich notwendig, dal man bei der linearen Koeffizienten-
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matrix Biji)(mnp) einer Tavror-Entwicklung iiber einem
beliebig vorverformten Kristallzustand feststellen kann,
ob sie der idealen Gittermatrix gleicht oder nicht. Da
die ideale Gittermatrix bisher nur anschaulich einge-
fithrt worden war, mufl das Kriterium in den von der
Anschauung unabhingigen Gruppeneigenschaften der
Matrix gesucht werden. Die erste dieser Eigenschaften
lautet

W’ ity mnp) = W (i+a, i+8, 1+) m+a, n+8, p+7) » (27)

was anschaulich bedeutet: Die Kopplungsglieder eines
beliebig herausgegriffenen Teilchens mit der Nummer
i,j,! an seine Umgebung sind gleich den Kopplungs-
gliedern eines Teilchens mit der Nummer i+a, ]+/3,
[+7 zu seinen dquivalenten Nachbarn, wobei die Aqui-
valenz durch die Numerierung ausgedriickt wird. Dies
fiihrt sofort auf die zweite Eigenschaft:

Die Numerierung i, j,/, m,n,p muf} lickenlos den
Gitterbereich eines dreidimensionalen Gitters ganzer
Zahlen durchlaufen. .

Schlielich ist fiir die Aquivalenz notwendig die
Ubereinstimmung der Komponenten

A ity (mnpy = Bijt) mnp) (28)

fiir ein einziges fixiertes i, j, [ .

Die hier aufgestellten Eigenschaften sind notwendig
und hinreichend fiir die Priifung der Frage, ob eine
vorgegebene Matrix Bij1)(mnp) der idealen Gittermatrix
gleich ist oder nicht.

Selbstverstindlich hingen diese Eigenschaften von
der Gitterstruktur ab. Sie sind nur fiir den Fall eines
reinen Translationsgitters formuliert. Jedoch lassen sich
analoge Kriterien auch fiir Gitter mit Basis aufstellen.

An dieser Stelle konnten wir die allgemeinen Er-
orterungen abschliefen und uns den speziellen Mo-
dellen zuwenden. Es empfiehlt sich aber noch eine
Bemerkung iiber den Einflul der Deformation auf
die Herstellung der idealen Gittermatrix. Wie wir
in § 2 gesehen hatten, hiangt die Wechselwirkungs-
energie nur vom Relativabstand zweier Teilchen,
aber nicht von ihren Absolutkoordinaten ab. Daraus
folgt, wie das auch die Gln. (25) zeigen, daB bei
Vorverschiebungen 1;;; die Anderung der Wechsel-
wirkungsenergie bzw. der daraus abgeleiteten Krafte
nicht von den ;j;, sondern von den (9, — Y1),
d. h. also den Deformationen abhéngen. Daher wird
bei einem vorgegebenen Anfangsverschiebungsfeld
D;;; die Herstellung der idealen Gittermatrix nicht
mit der GroBe der Verschiebung V;;;, sondern nur
mit der Vordeformation zusammenhingen, was man
in dem Satz zusammenfassen kann: Je kleiner die
Deformation des vorverschobenen Zustands ist, desto
besser wird die Anniherung der Matrix B;ji)mnp)
an die ideale Gittermatrix 2 (1) (mnp) -

Die Anwendung dieses Satzes mit Beibehaltung
der Nachbarschaftsverhaltnisse der Teilchen ist je-
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doch nur im elastischen Bereich moglich. Sie muf
bei plastischer Verformung mit Unstetigkeiten der
Verschiebungen an Schnitten durch andere Uber-
legungen ergénzt werden.

Im néchsten Paragraphen beginnen wir die Mo-
delle zu behandeln. Wir unterscheiden dabei zwei
Falle: Modelle mit Erhaltung der Teilchenzahl des
urspriinglichen Gitters, und Modelle ohne Erhaltung
der Teilchenzahl. Elastizitatstheoretisch muf bei der
Fiihrung eines Schnitts im ersten Fall keine Materie
entfernt werden, im zweiten Fall ist die Herstellung
des Eigenspannungszustandes nur durch Heraus-
nehmen oder Einfiigen von Materie moglich.

Wir wenden uns zunachst einem Modell mit Er-
haltung der Teilchenzahl zu.

§ 7. Modell einer Schraubenversetzung

Vorbemerkung: Die folgenden Formulierungen be-
ziehen sich aus Griinden der einfachen Darstellung un-
mittelbar auf ein kubisches Translationsgitter, obwohl
ein solches nicht stabil wdre und in der Natur nicht

Abb. 2. Atomistisches Modell des Kerns einer Schrauben-
versetzung.

vorkommt. Die hier entwickelten Methoden lassen sich
auf Gitter mit Basis entsprechend iibertragen.

Der einfachste Fall mit Erhaltung der Teilchenzahl
entspricht einer geraden Schraubenversetzung. Die
Schraubenversetzung ist durch ihre Schraubenachse und
die Ganghdhe definiert. Als Ganghohe werde hier der
Minimalwert von einer Gitterperiode und als Schrau-
benachse die y-Richtung eines kartesischen Koordina-
tensystems gewahlt. Diese Stellung ist am anschaulich-
sten, und kompliziertere kristallographische Richtungen
konnen analog zu dem gegebenen Fall behandelt wer-
den. Der Schnitt werde lings der Halbebene z=0,
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x>0 gefithrt, und die Gitterteilchen in dieser Halb-
ebene mogen noch der oberen Hilfte zugehoren. Da
die Schraubenachse eine Gerade ist, hat das Problem
der Schraubenversetzung im unendlich ausgedehnten
Kristall eine Translationsinvarianz lings der Schrauben-
achse. Mit der Entsprechung von (i, 2) (7, y) (/,z) muf
also fiir das Verschiebungsfeld gelten

&ijt="Ei, j+a,l (29)
bei beliebigem a .

Die iibrigen Symmetrien spielen bei den allgemeinen
Betrachtungen keine Rolle, sondern erleichtern nur die
praktische Rechnung, so daBl wir an dieser Stelle nicht
auf sie einzugehen brauchen.

Die elastische Losung weist aullerhalb der Achse
keinerlei Singularititen auf und kann in Bereichen ge-
ringer Eigenspannung, d.h. in geniigendem Abstand
von der Achse, vollstindig fiir die Ausgangskonfigura-
tion verwendet werden 4.

Im Sinne des letzten Abschnitts in § 6 interessiert
vor allem die Deformation, die als Folge der Vorver-
schiebungen v;j; auftritt. Sie wird atomistisch ersetzt
durch die Verschiebungsdifferenzen

Omnp — Vijt = Dmnp) Giit) (30)

von miteinander in Wechselwirkung stehenden Gitter-
teilchen.

Wir betrachten im folgenden nur eine begrenzte An-
zahl von Wechselwirkungen eines Gitterteilchens mit
seinen Nachbarn, und vernachldssigen alle jene Wech-
selwirkungen, welche auBlerhalb einer Kugel mit einem
Radius R, um das herausgegriffene Gitterteilchen lie-
gen. Es konnen dann zwei Fille unterschieden werden:

1. Innerhalb der Wechselwirkungskugel des Teilchens
mit der Nummer i, j, [ liegt kein Schnitt.

Dann gilt | Dy iy | < d (31)
fiir Verschiebungsdifferenzen innerhalb dieser Kugel

um i, j,/ und

lim @(mnp)(ijl) =0 ) (32)
r— 0o

wenn r = (i2+[2) "2 bedeutet.

Der Rand ist also spannungsfrei, da die Verschie-
bungsdifferenzen dort verschwinden.

2. Der Schnitt geht durch die Wechselwirkungskugel,

oder reicht in sie hinein.

Dann erleiden die Verschiebungen am Schnitt in weite-
rer Entfernung von der Achse einen Sprung um die
Gitterkonstante. An der Schraubenachse selbst und in
ihrer Nihe liegt auch ein Sprung vor, der jedoch klei-
ner als d bleibt. Dieser Sprung betrifft in der Kon-
tinuumstheorie die Verschiebungen an der Ober- und
Unterseite der Schnittfliche, in der atomistischen Theo-
rie aber die Verschiebung der um einen endlichen Ab-
stand benachbarten Ionen in den zwei Halbebenen z=0,
x>0 (obere Schnittseite) und z= —d, 2 >0 (untere

4 Vgl. E. Kroner, Kontinuumstheorie der Versetzungen und
Eigenspannungen, Springer-Verlag, Berlin 1958, S. 75.

E.FUES, H. STUMPF UND F. WAHL

Schnittseite). Oberhalb und unterhalb des Sprunges
sind die Verschiebungen stetig.

Liege i, j, [ oberhalb des Sprunges und m, n, p unter-
halb, so gilt also
Dlmnp) (ijt) = d €3+ bimnp) ij, wo 12>0, p<0,  (33)
i (34)

mit lim bomnpyin =0 .
r— oo

Tatsdchlich ist Gl. (34) schon wenige Gitterabstinde
von der Schraubenachse, d. h. vom Kern weg erreicht.
Von dieser Stelle an handelt es sich also um eine
plastische Deformation der beiden Schnittflichen gegen-
einander, die ebenfalls kriftefrei sein muf3. Der gesamte
Rand fiir r — o0 ist also kréftefrei.

Auf Einzelheiten der Ausgangskonfiguration kénnen
wir hier nicht eingehen.

§ 8. Bereichsgleichungen
Die Gittergln. (25), die das allgemeine Gleich-

gewichtsproblem eines Kristalls in der Nahe eines
relativen Minimums beschreiben, werden nun fiir
eine Schraubenversetzung ausgewertet. Dazu ent-
wickeln wir nach § 6 in eine Potenzreihe nach den
nunmehr kleinen Z:i]-l mit dem Ziel, in den linearen
Gliedern die ideale Gittermatrix herzustellen. Die
Potenzreihenentwicklung wird durch folgenden Satz
erleichtert: Hat man eine konvergente Potenzreihe
P(z) =2 a,z" und ersetzt z=zx+b, wobei der

n
Wertebereich von z nur solche Werte durchlauft, fiir
die z im Konvergenzkreis bleibt, so gewinnt man
die Potenzentwicklung fiir  durch bloBes Einsetzen
in P(z) und Umordnen nach Potenzen von z.
Daraus folgt unmittelbar: Solange die Deforma-
tionen (U, — ;j;) klein bleiben, ist die Entwick-
lung (10) auch fur ein a = (Lunp — Liji + YVomnp — Viji)
giiltig, d. h. man kann aus ihr durch blofes Um-
ordnen nach Potenzen von (Z,,,,,,, —_é:i,-l) eine Potenz-
reihe fiir die Z:i,-l erhalten. Von dieser Moglichkeit
wird im nachfolgenden insoweit Gebrauch gemacht,
als es notwendig ist, um fiir die {-Differenzen die
Form der Gittergleichungen des idealen Gitters her-
zustellen.

Damit konnen wir uns direkt der Behandlung der
Gleichungen fiir die Schraubenversetzung zuwenden.

Wir unterscheiden dabei einen Randbereich, in
welchem die Eigenspannungen innerhalb der gefor-
derten Genauigkeitsgrenze vernachldssigt werden
konnen, was allgemein fiir r= (2 +2)"— o gilt,
und einen Innenbereich, der alle anderen r umfafit.
Ferner miissen wir unterscheiden: Gleichungen, de-
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ren Wechselwirkungen den Schnitt enthalten, und
Gleichungen, die vom Schnitt nicht betroffen werden.

Gleichungen im Randbereich ohne Schnitt

Der Randbereich ist nach (32) durch ein Ver-
schwinden der Verschiebungsdifferenzen gekenn-
zeichnet. Beriicksichtigt man dies und ferner, daf}
die Z:ijl nur noch kleine Auslenkungen sein sollen,
so brauchen wir in der Potenzentwicklung von (25)
entsprechend (10) nur die in { linearen Glieder auf-
nehmen, und es ergibt sich mit (32)

> Wi mnp) Cmnp— i) =0

mnp

(35)

Die konstanten Glieder der Entwicklung heben sich
zufolge (11) heraus. (35) sind die konventionellen
Gittergleichungen fiir Auslenkungen aus den Ruhe-
lagen eines idealen Gitters. Man findet keinerlei
Hinweis mehr, dall alle Bausteine bereits gleiche
Relativverschiebungen hinter sich haben.

Z Paiiny mnp) Emnp — Cit) + Z Painmnp) Cmnp— Cin+d ey) =0.

m,m m,n
=0

Daraus folgt mit Hilfe von (8)

ity map) (Emnp — Ciji 4 d €2) =Piity (m, n+1, ) (Emnp — Cijr)

und wegen der Translationsinvarianz (29)

Paity tm, n+1, p) (Emnp — Lijt) =Pain om, n+1, ) Em, n+1, p— Cisi) -

|
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Gleichungen im Randbereich mit Schnitt

Wir greifen einen Punkt heraus, der oberhalb des
Schnittes liegt (der Fall unterhalb des Schnittes ver-
lauft analog). Dann gilt wieder nach (32)

Dmnp_ D1',7‘l==0 (36)

fiir Wechselwirkungen innerhalb der Kugel. Jedoch

miissen die Nachbarn auf derselben Seite des Schnit-

tes liegen. Fiir Nachbarn, die durch den Schnitt ge-

trennt sind, gilt dagegen nach (33) und (34)
Vonp — Viji = de,

mit[ >0, p<-1.

Da der maximale Konvergenzbereich bei Wechsel-
wirkung nachster Nachbarn in einer Tavror-Entwick-
lung um die ideale Lage, im Gitterabstand selbst
liegt, ist mit (37) die Moglichkeit der Umordnung
nach dem eben erwidhnten Satz nicht mehr gegeben.
Wir gehen vielmehr von (25) direkt aus, wobei wir
(36) und (37) einsetzen und vom Translationssatz
(8) Gebrauch machen. Unsere Gln. (25) lauten

dann in unentwickelter Form

(37)

(38)

(39)

(40)

Da aber n auch von — ©© bis ©© summiert werden kann, da der Rest der Wechselwirkungen auflerhalb der Kugel-
umgebungen nur vernachldssigbare Einfliisse ausiibt, so gilt

D painim, 1. Cmntt, 0= Ciit) = D Piijty tmnp) (Cmnp— i) »

m,n
ps=1

(41)

m,n
ps—1

so daB} mit den GIn. (39), (40), (41) die Gl. (38) iibergeht in

2 Painy imap) (Z:mnp —&in) =0,

mnp

(42)

was in der am Rand gerechtfertigten linearen Ndherung zu

Z 9[(z'jl)(mnp) . (Z:mnp = Z:ijl) =0

mnp

(43)

wird. Auch der Schnitt fiihrt also zu denselben Gleichungen wie sie auBerhalb des Schnittes giiltig sind.
Dies ist auf die Wirkung der rein plastischen Deformation am Rande zuriickzufiihren.

Innenbereich ohne Schnitt

Hier sind die Deformationen ungleich Null, aber noch kleiner als d (man kann sie sogar so einrichten,
daB die Restdeformation bei der Tavror-Entwicklung kleiner als d wird, indem man unter Umstinden
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eine plastische Deformation zusitzlich einfiihrt, jedoch konnen wir hierauf nicht genauer eingehen). Jeden-
falls wird der Konvergenzbereich noch nicht iiberschritten.
Anwendung von (10) auf (25) ergibt

Z *I(z]l)(mnp) (é-mnp - éz]l Z 8[(ul)(mnp)( mnp — 1]! Z p(ul)(mnm (wnnp Cz]l < Dmnp r)ijl) .

mnp mnp mnp

(44)

Dabei wurde, wie man sieht, die Umordnung nur teilweise vollzogen, ndmlich genau soweit, als es die
Herstellung der idealen Gittermatrix auf der linken Seite verlangt. Die in den E,,, rein nichtlinearen P j;y (mnp)
weisen zufolge der Umordnung auch lineare Terme in den {;;; auf. Jedoch werden diese auf der rechten
Seite belassen, um die ideale Gittermatrix nicht zu storen. Im allgemeinen mufl man jedenfalls auch die

Nichtlinearitdten mit in die Rechnung einbeziehen.

Innenbereich mit Schnitt

Man erhélt aus (25) mit Hilfe des Translationssatzes (8) und der Entwicklung (10)

- = 1 5
Z 2)I(ijl)(nmp) '(‘:mnp“‘ Cijl) = = Z( )gtﬁjl)(mnp) ‘(Dmnp - I]ijl) - Z( )S‘)I(i]'l)(mnzi) . b(ijl)(mmz)

mnp mnp

(45)

mnp

— - - . - -
= Z( YBiit) (mnpy (Cmap — Cijt+ Ormnp — Vijt) — Z( "Bty omnz) Cmnp — Ciit + Besinymapy) -

mnp

Die Gesamtsumme X iiber m, n, p wurde dabei zer-
legt in =M und 2@, wobei bei £ die Deforma-
tion nach (33) aufgespalten und der unentwickelte
Ausdruck nach (8) umgeformt wurde. Man beachte
dabei die Translationsinvarianz der Dy mnp) !

Die Gln. (35), (43), (44) und (45) erschopfen
die ganze Mannigfaltigkeit der moglichen Teilchen-
numerierungen, d.h. in ihnen sind die Gleichge-
wichtsbedingungen samtlicher Teilchen enthalten. Da
auf der linken Seite stets die ideale Gittermatrix
steht, und die Numerierung vollstindig durchlduft
(es wurde aus dem Gitter kein Teilchen entfernt),
konnen wir das erreichte Ergebnis auch so formulie-
ren: Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Teil-
chenlagen in dem relativen Minimum der Gitter-
energie fir eine gerade Schraubenversetzung in €,-
Richtung werden als ein Kriftegleichgewicht aufge-
faBt, bei dem die linearen Gitterkrifte gleich sein
miissen den nichtlinearen Kréften der Gitterreaktion
sowie jenen linearen Korrekturen, die die Abwei-
chungen von der idealen Gittermatrix enthalten.

Man ersieht daraus, dafl im Fall der Schrauben-
versetzung die Verwirklichung unseres Programms
Die Gleichgewichtsbedingungen iiber
einem vorverformten Zustand in die Form der
Gleichgewichtsbedingungen (15) eines idealen Git-
ters unter Einflul von beliebigen Kraften zu brin-
gen.

Daher konnen wir auch die fiir diesen Fall ent-
wickelten Methoden hierauf iibertragen.

gelungen ist:

mnp

Die dem Problem eigene Translationsinvarianz
vereinfacht die Rechnung wesentlich. Auf diese Aus-
wirkungen gehen wir erst in § 12 ein. Ohne weiter
spezielle Rechnungen vorzunehmen, konnen wir aber
schon folgende Aussage machen: Die Gln. (35) und
(43) zeigen, daB} der gesamte Rand kriftefrei ist.
Dieser Rand ist bekanntlich durch r = (2 + 2) =
definiert. Wendet man darauf den in § 4 erwihnten
Satz iiber die Auswirkung einer Quellenverteilung
von Teilchenkriften innerhalb eines Zylinders von
endlichem Radius an, so folgt: Bei der Schrauben-
versetzung verschwinden am Rande in unendlicher
Entfernung von der Schraubenachse die Korrektur-

verschiebungen Eﬂ, sofern bei der Ausgangskonfi-
guration am Rand nur plastische Deformationen auf-
treten. Oder: Sofern die Vorverschiebungen am
Rande nur plastische Deformationen beinhalten, sind
dlese streng giltig. Da aber die strenge Losung
Eul = iz,z + D;j; von der Zerlegung in Vorverschiebung
und Korrektur innerhalb der Konvergenzgrenzen
unabhingig ist, gilt allgemein: Die atomistischen
Gleichungen fiir die Schraubenversetzung liefern am
Rande des Zylinders, d.h. fiir r—c, die ideale
Gitterstruktur.

Alle nichtlinearen Glieder liefern also nur inner-
halb endlicher Bereiche Korrekturen «,E;j[ zur elasti-
schen Ausgangskonfiguration. Am Rand ist bei rein
plastischer Verformung der ideale Zustand streng
atomistisch bereits erreicht.
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§ 9. Verdnderung der Teilchenzahl

Wie aus dem elastizititstheoretischen Modell be-
kannt ist, muf} zur Erzeugung einer Stufenversetzung
Materie aus einem Spalt von der Breite der Gitter-
konstanten entfernt werden, so dal} es in diesem
Fall ohne Anderung der Teilchenzahl des urspriing-
lichen Kiristalls nicht mehr abgeht. Das ist eine sehr
folgenreiche physikalische Operation, welche sich
auch in der mathematischen Beschreibung auswir-
ken muf}. Dieser Frage gehen wir hier nach. Zuerst
beschreiben wir kurz die Methodik der Entfernung
und des Neueinsetzens von Teilchen. Am besten geht
man dabei von den Wechselwirkungsenergien aus.
Es seien die potentiellen Energien der zu entfernen-

den Teilchen
Z P(aﬂy')(mnp) (571:1110 — §aﬂr) s

uvimnp

(46)

wobei a, 5, y tiber die Indizes der Teilchen lauft,
die gerade entfernt werden sollen, und m, n, p samt-
liche Teilchenindizes bedeuten, fiir die mit den a, f3, y
Teilchen eine Wechselwirkung vorliegt. Analog er-
hilt man mit neuen Teilchen an den durch die In-
dizes w, v, A charakterisierten Orten die Einsetz-

Wechselwirkungen
Z P(m'l)(mnp) (5mnp i Ewl) s (47)
uvimnp

und die gesamte Wechselwirkungsenergie des so
einer Verdnderung der Teilchenzahl unterworfenen
Kristalls lautet (s. Anm. %)

’
Ep zEp— ZP(aﬂ;')(mn/u

aflymnp
+ Z P"ux'/'.)unnp‘) — ZP(‘zuv}.)(aﬁy) ’

uvh mnp uviafy

(48)

wenn E; die Wechselwirkungsenergie des ungestor-
ten Systems bedeuten moége. Das Problem besteht
nun darin, wie bei betrdchtlichen Verdnderungen
der Gitterstruktur durch Einsetzen und Entfernen
von Teilchen die konventionelle Gitterstatik aufrecht-
erhalten bzw. wiederhergestellt werden kann.

Dazu beschrianken wir uns zunichst auf den Fall
der Entfernung von Teilchen und betrachten die
Gleichgewichtsbedingungen. Diese sind fiir den Kri-
stall mit idealer Teilchenzahl von der Energie E,
durch deren Minimalforderung (22) gegeben. Wir
missen aber jetzt die Terme (46) mitberticksich-

3 m, n, p lduft immer tiber siamtliche Teilchen des urspriing-
lichen Gitters einschlieBlich der herausgenommenen a, /3, !
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tigen. Diese werden definitorisch den dufleren Stor-
kraften f;;; gleichgesetzt. Die Wirkung der Entfer-
nung der Teilchen auf das Restgitter wird also als
die Einwirkung einer duleren Kraft definiert. Dann
zerfallen die Gleichgewichtsbedingungen in zwei
Gruppen, wenn man die in (46) gebildeten Kriite
formal einfiihrt. Die erste Gruppe betrifft das Gleich-
gewicht an den herausgenommenen Teilchen und
lautet als Minimalbedingung von Ep’

(49)

W) 2 “
Z p‘aﬂr‘)(l)nll)) (é'nmp =% ;aﬂy) = faﬂy
mnp

= }: Diagy) nnp) (Emnp — Eapy)
mnp

wobei die rechte Seite die von (46) herrithrenden
Storkrafte sind. Die Storkrafte, die in das Gitter
mit idealer Teilchenzahl und der Energie Ep cinge-
fithrt werden, annullieren also die Gleichgewichts-
bedingungen der herausgenommenen Teilchen, was
natiirlich zu erwarten ist.

Die zweite Gruppe von Gleichungen gilt fir das
Gleichgewicht an dem lon i, j, [ == a. i, y und lautet

(50)

\" gl 2
Z p(ijl\'mnp’» (‘:mnp - gz’j/) = fijl
mnp

= ; Daiit) (apy) (Eapy — &iit)

In ihnen treten die Wechselwirkungen der heraus-
genommenen Teilchen mit den Teilchen 7, j, [ als
Storkrafte auf. Sie annullieren sich mit den links
stehenden vollstaindigen Wechselwirkungsgliedern,
in denen ja auch die Teilchen a, f, y noch enthalten
sind, so daf} im Endeffekt die Kraft zwischen ¢, j, !
und a, 3, 7 herausféllt. Der Sinn der Methode, die
herausgenommenen Teilchen nicht direkt von der
idealen Gitterenergie Ep abzuziehen, liegt in der
Absicht, die Numerierung des idealen Gitters auf-
rechtzuerhalten. Entfernt man namlich die Teilchen
a, B, v direkt, so fehlen in den Gittergleichungen
alle jene, die zu den Nummern a, 8, y gehoren. Die-
ses System erfiillt aber die Abzdhlbedingung 2. fiir
die Existenz der idealen Gittermatrix nicht, da mit
den fehlenden Gleichungen auch die in ihnen auf-
tretenden linearen Glieder nicht vorhanden sein
konnen.

Man erkennt daraus: Zur Konstruktion eincr
idealen Gittermatrix ist es eine notwendige Bedin-
gung, die Identititen (49) in der Rechnung mit-
zufiihren.

Dies kann zufolge des Satzes geschehen, daf} das
Hinzufiigen von Identititen zu einem Gleichungs-
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system die Losungen dieses Systems nicht verdndert.

Die Verschiebungen Z.3, treten dabei als Parameter
auf und konnen in willkiirlicher, aber passender
Weise festgelegt werden. Ahnlich wie das Heraus-
nehmen von Gitterbausteinen verlauft auch das Ein-
setzen. Die Numerierung des eingesetzten Teilchens
darf die Abzahlvorschrift der idealen Gittermatrix
nicht zerstoren. Hat man daher einen ideal nume-
rierten Kristall, so diirfen die neuen Teilchen nur
als Parameter eingefiihrt werden, die zu keinen
neuen Gleichgewichtsbedingungen fithren. Die Wahl
der Parameter wird entweder durch die Symmetrie
bestimmt oder durch eine energetische Minimalisie-
rung der sonst schon vollstandigen Losung in bezug
auf die Lage dieser eingesetzten Teilchen, von denen
die Losung natiirlich abhéngt. Eine solche Trennung
der Variationen von unabhéngigen Parametern ist
erlaubt. Aus Raumgriinden konnen wir hierauf nicht
ndher eingehen.

§ 10. Modell einer Stufenversetzung

Der einfachste Fall mit Verdnderung der Teilchen-
zahl wird durch das Modell einer Stufenversetzung ge-
geben, deren Burcers-Vektor in e,-Richtung weise. Thre
Entstehung kénnen wir durch folgenden Vorgang ato-

o o O O

2101 10,1
O—- O— <~ <O
®10-2 #0-2

Abb. 3. Atomistisches Modell des Kerns
einer Stufenversetzung.

mistisch beschreiben: Man entferne die Gitterhalbebene
=0, z<<O0, und schlieBe den Kristall. Das entspricht
elastizititstheoretisch der Entfernung der Materie in
einer Schicht der Dicke des Gitterabstandes am aufge-
schnittenen Zylinder. Die Versetzungslinie laufe als
Gerade x=2z=0 von y= —© bis 400,

Dann hat das Problem Translationssymmetrie in
y-Richtung

i ita,1=E&ift (51)

bei beliebigem «a,

¢ Vgl. Anm. 4, ebendort S. 74.
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und ferner Spiegelsymmetrie zur y — z-Ebene

(52)

Die elastizitdtstheoretische Losung fiir eine Stufenver-
setzung weist sowohl im Kern als auch im Unendlichen
logarithmische Singularitéten auf und kann daher nicht
direkt fiir die Ausgangskonfiguration verwendet wer-
den 6.

Die Ausgangskonfiguration muf} hier aus der physi-
kalischen Anschauung folgen.

Wihlt man entsprechend dem Bild des nach dem
Schnitt wieder zusammengeschlossenen Zylinders eine
stetige Ausgangsverschiebung, so gelten am Rand ganz
analog zur Schraubenversetzung die Gln. (31), (32).
Nur an dem notwendigen Schnitt, der hier in der Halb-
ebene =0, z<<0 gezogen wird, gilt fiir durch den
Schnitt getrennte Gitterteilchen

&ijt=&—ijt -

i<<0,
m>0,
wenn der Aufpunkt i links vom Schnitt liegt. Fiir i>0
kehrt sich das Vorzeichen um. Es wird

S(mnp)(iﬂ) =—d e+ bffmnz/)(ijl) 3 (53)

lim bonnp)ij) =0.
l—> oo

(54)

Fiir die praktische Rechnung kann auch folgender Weg
zur Definition der Ausgangskonfiguration eingeschlagen
werden: Die Blockverschiebung.

Der Kristall wird in drei Blocke zerlegt, wie Abb. 4
zeigt. Dann wird der Block II starr um 3 d ¢; und der
Block IIT starr um —3% de¢; verschoben. Der Block I
bleibt in seiner Lage. Die Deformationen erleiden hier
nicht nur an der Grenzfliche zwischen II und III einen

iy

2

1
|
|
I
| Abb. 4. Blockmodell fiir
die Ausgangsverschiebun-
I gen zur Erzeugung einer
Stufenversetzung.

----- -—b
x

Sprung von der Grofle der Gitterkonstanten, sondern
auch lings I und IT sowie I und III. Der Rand ist hier
sowohl zwischen II und III als auch zwischen I, 1I und
I, III nicht mehr kriftefrei. Man hat hier zwar zusitz-
liche Krifte lings der z-Achse, die sich von — o0 bis o
erstrecken, aber zugleich den Vorteil, da} die Vordefor-
mationen innerhalb von I bzw. II und III verschwin-
den, und damit auf diese Weise die Rechnung sehr
einfach wird.

§ 11. Bereichsgleichungen

Nachdem wir die Schraubenversetzung ausfiihrlich
behandelt haben, konnen wir uns bei der Stufen-
versetzung kurz fassen.
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Da hier Teilchen entfernt werden, miissen wir
nach § 9 zwei Gruppen von Gleichungen unterschei-
den: Die Identititen (49) und die Gleichgewichts-
bedingungen (50). Bei der Entfernung der Halb-
ebene x =0, z< 0 lauten die Gln. (50)

Z, P ity mnp) (Emnp — Lijo + Vmnp — Vija)

mnp

(55)

= Z Yaiity onp (Sonp — it — Vijt) -
<0
n

Die rechten Seiten von (55) sind gerade die von
der Entfernung der Halbebene herriihrenden Stor-
krafte auf ein Gitterteilchen i, j, [, das im Kristall
verbleibt. Den zu entfernenden Teilchen (0, n, p)
— o <n< o, —~ <p<0 wurde die Vorverschie-
bung j,, =0 gegeben. Dies geschieht aus Sym-
metriegriinden. Jedoch bemerken wir noch einmal
ausdriicklich, daf} die Koordinaten der zu entfernen-
den Teilchen als Parameter eingehen und willkiir-
lich gewihlt werden konnen. Da sie aber durch die
gesamte Rechnung mitgeschleppt werden miissen,
empfiehlt sich selbstverstindlich ein praktisch mog-
lichst giinstiger Wert. Die E[,,,,, werden erst nach
Durchfihrung der Rechnung festgelegt (damit die
Abzdhlordnung der Freiheitsgrade durchsichtig
bleibt!). Auf die Identititen gehen wir zum Schluf}
noch ein.

Fir die Ausgangskonfiguration V;; nehmen wir
das kontinuierliche Verschiebungsfeld an, das nur
eine einzige Schnittfliche, ndmlich jene ldngs der
herausgenommenen Halbebene, aufweist. Die Be-

Pty omnpy (Comnp — Cit— d &4 + b(iil)(mnp)) = Paiyom-1,np) (Cmnp — it + 5<ij1)<mnp)) Piioyom -1, rp)
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reichsgleichungen kann man dann wieder unterteilen
in Randzone und Innenzone, mit und ohne Schnitt.
Da die in § 7 definierten Kugelumgebungen fest-
legen, mit welchen Nachbarn noch wesentliche Wech-
selwirkungen vorliegen und mit welchen Nachbarn
diese zu vernachlassigen sind, sind bei Kugelumge-
bungen, die den Schnitt nicht enthalten, auch die
Storglieder aus (55) zu vernachlissigen, da Schnitt
und herausgenommene Halbebene miteinander zu-
sammenfallen. Der Rand auflerhalb des Schnittes
ist also von aulleren Storkraften frei, und bei ver-
schwindenden Deformationen erhilt man die zu
(35) analogen Gleichungen, die wir aus Raum-
griinden hier unterdriicken.

In genau der gleichen Weise ergeben sich die Glei-
chungen fir den Innenbereich ohne Schnitt. Dort
sind die von den Nichtlinearititen zufolge nichtver-
schwindender Deformationen herriihrenden Krifte
nicht mehr zu vernachldssigen, und man erhilt das
Analogon zu (44). Es bleiben noch die Gleichungen
im Innen- und Randbereich deren Kugelumgebun-
gen den Schnitt beinhalten.

Gleichungen im Innenbereich mit Schnitt

Hier miissen wir links und rechts des Schnittes
gelegene Teilchen unterscheiden. Wir wihlen ein
t<0. Der Fall des auf der anderen Seite befind-
lichen Teilchens >0 verlduft analog.

Fir die Deformationen gelten die Gln. (53) und
(54). Beachtet man, daBl nach dem Translations-
satz (8)

—

(56)

wird, so kann man aus (55) durch Einteilung in drei Summationsbereiche und Verwendung der Defor-
mationsdarstellung (53) im dritten Summanden auf der linken Seite die Gln. (55) fiir diesen Bereich

bei Beachtung von (56) tiberfiihren in

ms m>0
n,p p20
n

T Z pu’jl)wz -1,np) (;mnp -

m>0
<0
n

Z p(ijl)(mnp) (Cmnp - Zijl <t Dmnp - I)ijl) = Z pu’jl) (mnp) (gmnp - :1'1‘1 = Dmnp = Dijl)
0

(57)

/.:ijl -+ b(z’jl)(mny)) = Z p(ijl)(()np) (:l)np — :iil e Dijl) .
<0
n

Die Einfithrung von (56) zerstort hier die Numerierung der idealen Gittermatrix bei einer TavLor-
Entwicklung von (57). Man kann sich aber durch Addition von

Z L Z Wity mnp) * (Emnp — Eizt)  (s. Anm. 7)
nS0 m>0

<0 <0
n n

(58)

7 Die Addition der Absolutglieder in (58) zu Gl.(57) bewirkt das Verschwinden der Absolutglieder auf der linken Seite von (59).
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auf beiden Seiten von (57) helfen. (57) geht dabei iiber in

i = byea -
Zl)f[(ijlnnmp‘l '(anp - /bijl) Zv[‘l]l»tmnpi (Dmnp nl]l) _Z [tzjli(mnpl * (Dnmp l]/) + ? LI}I'M}MP) '(Qnmp - Cijl)
mnp m<0 m>0 m > 0
n,p p>0 »<0
n n
=5y s T =
— > Pinm-1,19) (Cmnp — Ligt + Biijty omnp)) + Z Do) onp) (fnnp Cijt— Vijy) (59)
m>0 <0
<0 n
n
= - = - »
= Z p(ijl)(mnp) (:mnp —Ciji+ Dmn[) - nijl) - Z Piiit tmnp) (Hnnp —Giji+ Umnp 1]/) S5 *1(1][)(,”,,,,, .
m<0 m>0 m>
n.p p>0 <0
n,p n

Die linke Seite ist nun genau die ideale Gittermatrix. Selbstverstdndlich 14t sich die etwas umfangreiche
rechte Seite noch reduzieren, doch ist dies nicht die Aufgabe unserer allgemeinen Ausfithrungen.

Gleichungen im Randbereich mit Schnitt

Wie bei der Schraubenversetzung, so mull auch bei der Stufenversetzung der Rand kréftefrei sein, da in
ihm ein ideales Gitter wiederhergestellt ist. Fiir den Rand gilt die Gl. (54). Man erhélt unter Anwendung

von (53),

m<0
nop

Y 5%,
Z ‘p(ulb(mnp) Smnp — /51']'1) + Z pkijl)(()np) (Z:O"P — Sijl —
np

(54) fur diesen Fall aus (55), wenn man i <0 voraussetzt

p(ijl)t'mnp‘» (:mnp - ‘i‘ijl - d el) (60)

54 ¥
2 pA
m>0

np

= = €
= Z Py conp) ( Conp—Cin—d 'E) .

Wendet man auf den dritten Term von (60) den Translationssatz an, entwickelt in eine Tayror-Reihe,

und addiert

Z 911’[j1vtnmp1 “(Cmnp — ‘/:ijl) (s. Anm. ®)

m>0
n,p

auf beiden Seiten, so bleibt
Z QL’ijl)(mnp) '(Cnmp - Cijl) = -

mnp m>0

n.p

Z sx)[(ijl)(m -1, np) '(Cmnp -

—

(61)

) (62)

+ Z 2[u'jl)k()nlﬂ '(50111) - :z’jl) ¥ Z l)[(ijl)(mnp) '(Cmnp - Ci]'l) .

Der Rest der Entwicklung der Storkrifte auf der
rechten Seite von (60) wurde gegen die linke Seite
weggekiirzt. Weiterhin wurden nur die linearen Glie-
der berticksichtigt, da aus korrespondenzmiafigen
Griinden zur Elastizitatstheorie die Korrekturen am
Rande verschwinden miissen.

Es scheint nun so, als ob die Gln. (62) im Gegensatz
zur anschaulichen Forderung einen nichtkriftefreien
Rand und demnach endliche Cmnp bzw. &',,/ erzwingen

8 Entwickelt man in (59) auch noch den 4. und 5. Term, so ver-
schwinden alle Absolutglieder auf der rechten Seite dieser
Gleichung. Es ist also nicht mehr notwendig, die Absolut-
glieder bei der Addition von (61) zu (60) mitzufiihren, da
sie in Gl. (62) iiberhaupt nicht mehr in Erscheinung treten.

n,p

m>0
n,p

wiirden, da neben der idealen Gittermatrix auf der lin-
ken Seite von (62) noch Storkrifte auf der rechten
Seite auftauchen. Um zu zeigen, dafl die Storkréfte nur
Scheinkrifte ohne Wirkung sind, die durch die Herstel-
lung einer idealen Gittermatrix erzwungen werden, de-
finieren wir zunichst die ideale Struktur fiir den vor-
verschobenen Fall mit Teilchenentfernung. Da auch
hier bei der Ausgangskonfiguration am Rande nur pla-
stische Deformationen vorausgesetzt werden, besteht

diese Definition darin, dafl die Korrekturen (;j; bzw.
Conp zu den Vorverschxebungen Viji bzw. Vmnp verschwin-

den miissen, g;;l—o (den Parameter (y,, setzen wir
hier aus Griinden der Anschaulichkeit gleich Null), was
formal der Gleichgewichtsbedingung fiir die ideale
Struktur entspricht. Da wir unser System auf die Gitter-



NICHTLINEARE GITTERSTATIK EINDIMENSIONALER GITTERSTORUNGEN

matrix der idealen Struktur und einen Rest von Stor-

kriften reduziert haben, so muf} sich also die Krifte-

freiheit des Randes auch hier in der iiblichen Weise
Z ?[\'ij/)(mu]u . (,:mnp—:ij/) =0

mnp

(63)

ausdriicken lassen, was natiirlich ;=0 liefert.

DafBl hier die (;j; iiber einem vorverschobenen Zu-
stand verschwinden sollen, um die ideale Struktur zu
ergeben, ist fiir die Formulierung der Bedingung (63)
ganz unerheblich. Man vergleiche § 4! Denn der Satz
iiber die Kriftefreiheit des Randes (und die dann dort
ebenfalls verschwindenden Verschiebungen) ist von der
Interpretation des Gleichungssystems unabhingig.

Um nachzuweisen, dal3 auch hier der Rand kraftefrei
ist, kann man folgendermaflen argumentieren: Die Stor-
krifte haben die Gestalt einer Linearform

G(ijl)(mnp» : (:nuzp":ijl) . (64‘)

Fiihrt man nun, wie im nichsten Paragraphen ausfiihr-
lich gezeigt wird, die Iteration durch, indem man mit
einer nullten Ndherung C?J.l =0 beginnt, so ist der Rand

wegen der Linearform in den (;j kriftefrei. Also gilt,
daB die Kriftequellen in der ersten Niherung auf
einen endlichen Zylinder beschrinkt sind. Daraus folgt,
da} die Korrekturverschiebungen :5111\ in erster Nidhe-
rung am Rande verschwinden. Damit sind aber auch
die Krifte in der niichsten Ndherung am Rande gleich
Null. Das Verfahren kann fortgesetzt werden, und es
1Bt sich streng nachweisen, daf} fiir alle Ndherungen
der Rand kriftefrei bleiben mufl. Wir gehen hier nicht
nidher darauf ein.

Es bleiben noch die Identititen (49). Von ihnen
verwenden wir gerade nur so viel, als zur Herstel-
lung der idealen Gittermatrix erforderlich ist. Dies
sind die linearen Glieder. Den Rest kiirzen wir her-
aus. (49) lautet also hierher iibertragen
Z Woity mnp) * (Emnp — Cit)

mnp

(65)

= Z ss)I(Ojl)(mnP) '(Cmnp—:iﬂ)’ -~ <1<0.

mnp

FaBt man alle Gln. (59), (62), (68) und die nicht-
angeschriebenen Gleichungen fiir die Bereiche ohne
Schnitt zusammen, so ergibt sich: Auch hier ist die
ideale Gittermatrix herstellbar, und die Rechnung
kann von den fiir das ideale Gitter entwickelten
Hilfsmitteln Gebrauch machen. Man sieht ferner,
dall genau wie im Fall der Schraubenversetzung
wegen der am Rand verschwindenden Krifte der
Satz gilt: In unendlicher Entfernung von der Ver-

setzungslinie verschwinden die Korrekturen {;;;, so-
fern die Ausgangskonfiguration am Rand nur pla-
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stische Deformationen beinhaltet. Daraus folgt wegen
der Unabhingigkeit der strengen Losung von der
Zerteilung in Korrektur und Ausgangskonfiguration:
Die Gittergleichungen ergeben in unendlicher Ent-
fernung von der Versetzungslinie in Strenge die
ideale Struktur.

§ 12. Das Iterationsverfahren

Nachdem wir in den vorangehenden Paragraphen
sowohl bei der Schraubenversetzung als auch bei
der Stufenversetzung trotz einer Vorverformung des
gesamten Gitters die atomistischen Gleichungen auf
die Form von Gittergleichungen fiir Auslenkungen
um ideale Ruhelagen gebracht haben, kénnen wir
jetzt den weiteren Losungsweg dieser Gleichungen
erldutern.

Die allgemeine Gestalt lautet ndmlich

Z 9I(ijl)(rnnp) : (z:mnp - Z:ijl) = f1'jl (Z:mnp) )

mnp

(66)

wobei die ffjl(zr,,,,,,,) in den verschiedenen Bereichen
mit den rechten Seiten der jeweils dort geltenden
Gleichungen identifiziert werden. Bildet man nach
§ 4 die Umkehrung von (66) mit Hilfe der Rezi-
prokmatrix, so entsteht

Cop= Z Raivesn Lorsty Cmnp) -

rst

(67)

Da die {5y nur an Stellen von Bedeutung sind, an
denen die ideale Struktur gestort ist, werden sie
also wesentlich nur im Kern der Versetzung == Null
sein, d. h. auch hier werden in den f(, nur wenige

Freiheitsgrade E:,m,, auftauchen, namlich jene des
Versetzungskerns, und die Umkehrung enthalt, ge-
nau wie in § 4 gezeigt, die Reduktion eines Systems
von abzdhlbar unendlich vielen Gleichungen auf
endlich viele. Man vergleiche dazu die Bemerkungen
in § 4, die auf die GIn. (18) fiihren.

Wir konnen uns hier nicht ausfithrlich darauf ein-
lassen. Der weitere Weg ist unabhéngig von dieser
Zerteilung festgelegt.

Da die Z:,-]-/ auch in der rechten Seite von (67) auf-
treten, mul} das Iterationsverfahren in der iiblichen
Weise durchgefiihrt werden. Man wird dazu von der
nullten Naherung ausgehen, d. h. die kleinen Kor-

rekturen {;;; zur Ausgangskonfiguration b;;; auf der
rechten Seite gleich Null setzen, C?ﬂ = 0. Dann er-

hélt man links gewisse { 1) usw. Diese setzt man



978

rechts wieder ein und erhalt ein : ‘l’[' Das Verfahren

ist dann abgeschlossen. wenn theorehsch

‘:1(]7? s “l(;tl'i-l\ (68)
gilt, was praktisch nur ndherungsweise innerhalb
der Fehlergrenzen der gesamten Rechnung erfiillt

werden muf}, d. h.

"(n) "(n-Hi

ij > ijl (69)

Die tatsdchlichen Rechnungen zeigen, daf} dies nach
hochstens zwei Schritten erreicht ist.
Es bleibt schliefilich noch eine Bemerkung zur

Translationsinvarianz: Da bei beiden Problemen

die &;;; und die —;:1']‘[ translationsinvariant in y-Rich-
tung sind, werden auch die Krifte f,; in y-Richtung
translationsinvariant (was man mathematisch leicht
bei Betrachtung der rechten Seiten der Gleichungen
einsieht)
frst=fr,s+a,t (70)
mit beliebigem a .
Wir konnen deshalb den Index s bzw. bei den

Verschiebungen j und n vollstindig weglassen. Die

W. KLOSE

Summation tiber s in (67) ist dann von den Krif-
ten und Verschiebungen unabhangig, und mit

Rinen = O Raivorst (71)

entsteht aus (67)

rrl

y Ml)vrr.'

o

rt

(72)

rt *mp)

(72) kann man auch dahingehend interpretieren,
dal} ganze Gittergeraden miteinander in Wechsel-

wirkung stehen und die E,-g die Verschiebungen die-
ser starren Gittergeraden beschreiben. Abgesehen
von der praktischen Behandlung der Rechnung und
dem heuristischen Gesichtspunkt ist jedoch die frithe
Benutzung der Translationsinvarianz eher storend
als niitzlich. Deshalb haben wir das Gittergeraden-
problem auch an den Schluf} gesetzt.

Numerische Rechnungen folgen in weiteren Ar-
beiten.

Herrn Dr. E. Kréner danken wir fiir rege Diskussio-
nen iiber dieses Thema herzlich.

Wirmeleitfihigkeit diinner Drahte

Von Wovrrcane Krose

Aus der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Institut fiir Festkorperforschung
(Z. Naturforschg. 13 a, 978-—985 [1958] ; eingegangen am 28. Mai 1958)

Mit Hilf~» der Borrzman~-Gleichung und eines vereinfachten Stofiterms wird fiir einen zylindrischen
Leiter die thermische Leitfihigkeit berechnet. Sodann folgt eine Begriindung der fiir den Stofterm
angesetzten Niherung. Es zeigt sich, daB in einer bestimmten Niherung ein die Rolle einer Relaxa-

tionszeit spielender Parameter auftritt.

Werden die geometrischen Ableitungen eines me-
tallischen Leiters so verandert, daf} sie mit der aus
der Brocuschen Theorie bekannten freien Wegliange
vergleichbar sind, kann experimentell ein Abnehmen
der elektrischen Leitfihigkeit festgestellt werden !: 2
Anschaulich 1dt sich dieser Effekt interpretieren
durch die erhohte Bedeutung der Zusammenstofe
der Leitungselektronen mit den Wénden des Leiters.

Schaltet man nach Eintritt dieses Effektes ein
Magnetfeld ein, findet eine Erhohung der elektri-
schen Leitfihigkeit statt!. Dies wird anschaulich
auf die Verringerung der Anzahl der Wandstofle
zuriickgefiihrt; die Elektronen durchlaufen im Ma-

1 Vgl. z.B. D.K.C. MacDo~xarp, Nature, Lond. 163, 673
[1949].

2 E. H. Soxpuemver, Adv. Phys. 1, 1 [1952].

3 A. H. Cortrery, Progr. Metal Phys., Lond. 1953, 205.

gnetfeld Spiralbahnen und gelangen so weniger héu-
fig an die Oberflachen.

Die zur Wahrnehmung dieser Effekte benditigte
Geometrie kann realisiert werden

1. durch diinne Schichten,
2. durch diinne Drahte.

Um noch mit ,,wirklichen®* Schichten und Dréhten
arbeiten zu konnen, miissen die Messungen bei sehr
tiefen Temperaturen ausgefiihrt werden (Helium-
temperaturen), um die normale freie Wegldnge
moglichst grof} zu machen.

Wihrend bisher keiner der zwei erwidhnten Mog-
lichkeiten der absolute Vorzug zu geben war, hat
sich das durch die genauere Kenntnis der Whisker®
geindert. Whisker sind unter speziellen Bedingun-
gen hergestellte Metalleinkristalle in Form diinner



